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オイラー標数を用いた初等幾何へのアプローチについて
-オイラー標数を利用して多面体の性質を考察する-
An approach to elementary geometry by the Euler characteristic

















0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
このとき、これらの図形を同相となる関係で考えると次の 5つに分類することができる。










定理 I.1 2 つの図形が同相であるならばオイラー標数は一致する。
この定理の対偶を考えると、“オイラー標数の値が異なる図形は、同相ではない”ということである。しかし、この定理
の逆は成立しない。つまり、オイラー標数が一致しても同相であるとは限らない。これらの主張について上の例を利用
して考察する。１次元の図形のオイラー標数は、“頂点の個数”と “辺の個数”の間の差の値である。同相ではない 3 つ












1. 0のオイラー標数は 4− 4で 0である。
2. 1のオイラー標数は 2− 1で 1である。
3. 6のオイラー標数は 5− 5で 0である。












定義 II.2（オイラー標数）多面体K のオイラー標数 χ(K)を次のように定める。




証明 多面体K の 1つの面を取除いたものを平面上に引き延ばした図形をK ′ とするとき、
χ(K ′) = γ0(K ′)− γ1(K ′) + γ2(K ′) = 1
を示せばよい。以下の図はあくまで具体例である。









次にK ′ の各頂点から対角線をひき、K ′ を三角形で分割する。この図形をK ′′ とする。このとき，K ′ に１つの対角線
を引くと、１つの辺と１つの面が増える。多角形の数は有限個より、追記した対角線の数を n個とすると、次の等式を
得る。
χ(K ′′) = γ0(K ′)− (γ1(K ′) + n) + (γ2(K ′) + n) = χ(K ′) (1)
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次に、K ′′ の一番外側の辺を 1つ取除いたときの図形を K1 とするとき、1つの辺と 1つの面がなくなるため、計算式
(1)に注意すると
χ(K1) = γ0(K1)− γ1(K1) + γ2(K1)
= γ0(K
′′)− (γ1(K ′′)− 1) + (γ2(K ′′)− 1)



































































このとき、上の図のような K2 の辺 cを取除いたときの図形を K3 とするとき、K2 から頂点が 1個、辺が 1個だけ減
少するため、計算式 (2)に注意すると
χ(K3) = γ0(K3)− γ1(K3) + γ2(K3)
= (γ0(K2)− 1)− (γ1(K2)− 1) + γ2(K2)



































このとき、この操作は有限回であり計算式 (3)に注意すると K ′ と K˜ のオイラー標数が一致することは容易にわかる。
よって、次の計算結果を得る。
χ(K ′) = χ(K˜)
= 3− 3 + 1 = 1







定理 III.2 正多面体K は 5つしか存在しない。
証明 正多面体 K は p 個の正 m 角形で構成され、1 つの頂点からは n 個の辺が出ているとする。このとき、
m ≧ 3, n ≧ 3であることは容易にわかる。また、K 上の各辺に辺を重ねると，１つの頂点に対して n個の辺が増加
するため













+ p = 2
(2m−mn+ 2n)p = 4n (4)
が成り立つ。p > 0, 4n > 0より 2m−mn+ 2n > 0 である。m ≧ 3に注意すると
2n > m(n− 2) ≧ 3(n− 2) = 3n− 6
つまり 2n > 3n− 6より n < 6を満たす。このとき、3 ≦ n < 6より n = 3, 4, 5となる。
(i) n = 3のとき (4)より (6−m)p = 12となる。この条件を満たす自然数の組 (m, p)は、m ≧ 3に注意すると
(m, p) = (3, 4), (4, 6), (5, 12)
となる。
(ii) n = 4のとき (4)より (4−m)p = 8となる。この条件を満たす自然数の組 (m, p)は
(m, p) = (3, 8)
となる。
(iii) n = 5のとき (4)より (−3m+ 10)p = 20となる。この条件を満たす自然数の組 (m, p)は
(m, p) = (3, 20)
160 ?　?　?　?
となる。したがって (i), (ii), (iii)より (2m−mn+ 2n)p = 4nを満たす自然数の組 (m,n, p)は
(m,n, p) = (3, 3, 4), (3, 4, 8), (3, 5, 20), (4, 3, 6), (5, 3, 12)
となる。これは正 4面体、正 6面体、正 8面体、正 12面体、正 20面体の 5個しか正多面体が存在しないことを示し
ている。□
最後に
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